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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010L'obje
tif de 
e TP est de 
omparer la 
omplexité empirique de di�érents algorithmes d'exponen-tiation. Dans 
haque 
as, nous prenons 
omme référen
e la 
ommande MuPAD usuelle xn.1 Organisation1.1 Algorithme et fon
tions MuPAD1.1.1 Prin
ipe de réalisationA�n de déterminer la 
omplexité d'un algorithme, nous avons exploité la 
omplexité empiriqueassimilée au temps d'exé
ution.Pour 
omparer deux algorithmes, nous avons �xé la valeur de la variable x et fait varier 
ellede l'exposant n sur un intervalle nous permettant d'identi�er le phénomène souhaité.A�n d'obtenir des mesures �ables, nous avons réalisé plusieurs fois 
haque opération et avonsutilisé la moyenne de 
elles-
i.Quand 
ela fût né
essaire, nous avons également exploité une régression linéaire a�n de 
omparerplus fa
ilement les 
omplexités.Pour 
ela nous avons eu besoins de quelques fon
tions de manipulations :� La fon
tion d'implémentation de l'algorithme d'exponentiation ;� Une fon
tionne qui nous retourne la moyenne des opérations ;� Et une fon
tion qui nous 
al
ul la liste des mesures pour un intervalle de n donné ;Dans la majorité des 
as, les é
helles logarithmiques nous ont permis d'obtenir une représentationlinéaire de la 
omplexité en fon
tion de l'exposant n.Une régression linéaire a ensuite été réalisée a�n d'identi�er plus fa
ilement le 
oe�
ient de 
om-plexité.1.1.2 Organisation du TP et du rapport1. Le �
hier sour
e � Algos.mu �, disponible à la ra
ine du TP, 
ontient toutes les pro
édures quiimplémentent les di�érents algorithmes, ainsi que leurs variantes itératives et ré
ursives.2. Pour 
haque type d'algorithme, nous avons réalisé un sous répertoire 
ontenant :� un �
hier � X-Tools.mu � qui représente les fon
tions de manipulation (moyenne, liste demesures) ;� un �
hier � notebook.nm � qui 
ontient les 
ommandes réalisées pour générer les mesures, lesrégressions linéaires asso
iées, les 
al
uls de 
oe�
ients et les graphiques.1.2 Types de 
omplexitéNous avons pu voir en TD que la 
omplexité d'un algorithme pouvait suivre deux modèles di�érents :� Le modèle à 
oûts �xes ;� Le modèle à 
oûts variables ;TP02 3



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010Ave
 MuPAD, lemodèle à 
oûts variable semble le plus adapté lors de la manipulation de grandnombres1.2 Méthode Naïve2.1 Méthode de 
omparaison de 
omplexitéNous avons également pu voir en TD que la 
omplexité, en 
oûts variables, de 
e type de méthode,que 
e soit de manière itérative ou ré
ursive, présentait une 
omplexité de O(n2
∗ ln(x)2).En Utilisant des é
helles logarithmiques sur les axes des abs
isses et des ordonnées, nous obtenons :

ln(C) = ln(n2
∗ ln(x)2) = ln(n2) + ln(ln(x)2) = 2ln(n) + ln(ln(x)2)

x étant �xe au 
ours de nos mesures => ln(ln(x)2) 
orrespond à un 
oe�
ient b tel que ln(C) =
a ∗ n + b. Ce
i représente l'équation d'une fon
tion linéaire.

⇒Nous pouvons don
 
omparer la 
omplexité des di�érents algorithmes en 
omparant les 
oe�-
ients dire
teurs des régressions linéaires asso
iées.2.2 CommandesDans 
ette partie, nous allons énon
er le déroulement du proto
ole de mesure et les 
ommandessaisies a�n d'obtenir les di�érents résultats. Etant donné que nous suivons le même proto
ole dans lereste du TP, nous n'allons pas redonner les 
ommandes puisque seul le nom des fon
tions 
hange.En 
as de 
hangement, nous pré
iserons tout de même les di�éren
es réalisées.2.2.1 Algorithmes - � Algos.mu �Algorithmes d'exponentiation naïve� �� �1 // 1 - NAIF2 // Iteratif3 iNaif:=pro
(x, n)4 lo
al result;5 begin6 result:=1;7 for i from 0 to n-1 do8 result:=result*x;9 end_for;10 return (result);11 end_pro
;1213 // Naif Re
ursif14 rNaif:=pro
(x, n)15 begin16 if n=0 then return (1);17 else1plus d'une 
entaine de 
hi�res dé
imauxTP02 4



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p01018 if n=1 then return(x);19 else return (x*rNaif(x, n-1));20 end_if;21 end_if;22 end_pro
;

 	� �Commentaires :2.2.2 Fon
tions de manipulations - � 1-Tools.mu �Fontions de manipulations - Méthode naïve� �� �1 // ITERATIF23 // 1 - Moyennes Naif Iteratif pour X et N4 moyenneIN:=pro
(x, n)5 lo
al result;6 begin7 result:=0;8 // CAUTION : loops var is "v" be
ause "i" from "iNaif" is taken like the var "i"9 for v from 1 to 5 do10 result:= result + float(time(iNaif(x,n)));11 //print(result);12 end_for;1314 result:=float(result/5);15 return (result);16 end_pro
;1718 // 2 - LISTE des temps d'exe
utions pour les elements de la liste AB19 ordonneesIN:=pro
(x, ab:DOM_LIST)20 lo
al ordonnees;21 begin22 ordonnees:=ab; // empty list23 // CAUTION : loops var is "v" be
ause "i" from "iNaif" is taken like the var "i"24 for w from 1 to nops(ab) do25 ordonnees[w℄:=moyenneIN(x, ab[w℄);26 end_for;27 return (ordonnees);28 end_pro
;

 	� �Commentaires : Comme expli
ité pré
édemment, nous avons dans 
e type de �
hier sour
e deuxméthodes pour 
haque algorithme :� La méthode moyenneXX qui 
al
ul la moyenne de 5 appels à la fon
tion d'algorithme dé�niedans � Algos.mu � ;� La méthode ordonneesXX qui renvoie la liste des mesures pour l'intervalle de n dé�nie dans laliste abs
isses ;2.2.3 Commandes - � 1-Naif.mn �TP02 5



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010Commandes et mesures - Algorithme d'exponentiation naïve� �� �1 Algorithmes d'exponentiation - Methode Naive23 // 0 - Preparation des donnees4 Pour la suite de l'exer
i
e nous allons fixer5 x:=7:67 // Valeurs de n pour Iteratif et x^n8 abs
isses:=[i*10^4 $ i = 1 .. 10℄:9 abs
isses_ln:=map(abs
isses, ln�float):10 nbElement:=nops(abs
isses):111213 // 1 - Methode naive iterative14 // 1.1 - Mesures : liste des moyennes des temps d'exe
utions de l'algorithme pour n variant15 Iordonnees:=ordonneesIN(x, abs
isses):1617 // 1.2 - On 
hoisit i
i une e
helle logarothmique18 Iordonnees_ln:=map(Iordonnees, ln�float):1920 // 1.3 - On 
onstruiy la liste des points du graphique21 p:=plot::Point2d(abs
isses_ln[j℄, Iordonnees_ln[j℄) $ j=1..nops(abs
isses):2223 // 1.4 - Regression lineaire24 [
oeffi
ient, 
ov℄:=stats::linReg(abs
isses_ln , Iordonnees_ln);

 	� �

[[−12.69399989, 1.849639819] , 0.009182066746]
� �� �1 // on obtient [ [b, a℄, 
ov℄ tel que y=a*x+b = equation de la droite2 // On peut remarquer un 
oeffi
ient a = 1,8434 // 1.5 - Droite : Line2d( point1, point2);5 // point : x, y ave
 y = a*x+b6 droite:=plot::Line2d( [abs
isses_ln[1℄, 
oeffi
ient[2℄*abs
isses_ln[1℄+
oeffi
ient[1℄℄,7 [abs
isses_ln[nbElement℄, 
oeffi
ient[2℄*abs
isses_ln[nbElement℄+
oeffi
ient[1℄℄):89 // 1.6 -Graph10 plot(p, droite);

 	� �Commentaires : Nous réalisons la même opération pour 
haque type d'algorithme.2.3 Mesures et graphesPour 
ette partie, nous avons �xé x = 7, un nombre premier moins spé
i�que que 2, 3, 5 et 102 et
n appartient à l'intervalle [1 ∗ 104..1 ∗ 105].2Des multiples à 
es nombres premiers sont fa
ilement déterminables
TP02 6



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0102.3.1 Méthode itérative

iNaif
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Fig. 1 � time(iNaif(x, n) en fon
tion de nCommentaires : Nous observons don
 i
i un 
oe�
ient de 1,84, 
e qui nous donne une 
omplexitéde O(n1,84). Cette valeur est assez pro
he de 
e que l'on devrait obtenir : O(n2).2.3.2 Comparaison méthodes ré
ursive - itérative

rNaif
iNaif

1 2 3 4 5 6
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Fig. 2 � time(iNaif(x, n) et time(rNaif(x, n) en fon
tion de n
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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010Commentaires : Pour l'algorithme ré
ursif, nous sommes limités par MuPAD à MAXDEPTH = 500appels ré
ursifs. Ave
 
ette méthode naïve, le nombre d'appel est égal à la valeur de l'exposant n. De
e fait nous ne pouvons aller plus loin que n = 500 dans nos mesures.Pour 
e faire, nous avons �xé x = 10100 a�n d'obtenir des temps de 
al
uls 
onséquents pour lesseuls 500 exponentiations authorisées. Nous avons don
 également redé�nie un nouvel intervalle pour
n appartenant à [1..500] ave
 un pas de 50 pour avoir une dizaine de points.

� �� �1 // 2.3 - Regressions lineaire iterative2 [
oeffi
ient2b, 
ov2b℄:=stats::linReg(abs
isses_ln2 , Iordonnees2_ln);

 	� �

[[−2.768268709, 1.202598087] , 1.799902351]
� �� �1 [
oeffi
ient2, 
ov2℄:=stats::linReg(abs
isses_ln2 , Rordonnees_ln);

 	� �

[[−2.606478399, 1.179649371] , 1.222201223]Nous pouvons ainsi remarquer que les deux méthodes sont très pro
hes pour 
et intervalle de valeursde n puisque nous avons des 
oe�
ients de 
omplexité respe
tifs de :� 1,20 pour la méthode itérative ;� et 1,18 pour la méthode ré
ursive ;2.3.3 Comparaison ave
 xnPour 
ette 
omparaison nous sommes revenus à n appartenant à l'intervalle [1 ∗ 104..1 ∗ 105].

iNaif
x^n

9.2 9.4 9.6 9.8 10.0 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 11.2 11.4
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y

Fig. 3 � Comparaison de iNaif et de la 
ommande usuelle xn en fon
tion de nCommentaires : La 
ommande usuelle xn présente un 
oe�
ient de 1,37. On remarque d'autantplus sur le graphique que l'algorithme utilisé est bien plus performant que l'algorithme naïf.TP02 8



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0103 Méthode Di
hotomique3.1 Méthode de 
omparaison de 
omplexitéComme pré
édemment, nous avons vu en TD que la 
omplexité en 
oûts variables de 
ette méthode,que 
e soit de manière itérative ou ré
ursive, était également d'une une 
omplexité de O(n2
∗ ln(x)2).

⇒ De 
e fait, nous pourrons utiliser la même méthode que pré
édemment pour 
omparer les algo-rithmes.3.2 Commandes3.2.1 Algorithmes - � Algos.mu �Algorithmes d'exponentiation di
hotomique� �� �1 // 2 - DICHOTOMIQUE2 // Iteratif3 iDi
ho:=pro
(x, n)4 lo
al result;5 begin6 result:=1;7 while n>0 do8 if (n mod 2)<>0 then9 result:=result*x;10 end_if;1112 x:=x*x;13 n:= n div 2;14 end_while;15 return(result);16 end_pro
;1718 // Re
ursif19 rDi
ho:=pro
(x, n)20 begin21 if n=0 then return (1);22 end_if;2324 if n=1 then return(x);25 else26 if (n mod 2)<>0 then return (x*rDi
ho(x*x, (n-1) div 2));27 else return (rDi
ho(x*x, n div 2));28 end_if;29 end_if;30 end_pro
;

 	� �Commentaires :
TP02 9



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0103.3 Mesures et graphesPour 
ette partie, nous avons remarqué que la méthode di
hotomique était plus � optimisée � quela méthode naïve, nous avons ainsi pu utiliser un intervalle de valeur de n plus grand :
n[1 ∗ 105..10 ∗ 105].3.3.1 Comparaison itérative - ré
ursive

iDicho
rDicho

11.6 11.8 12.0 12.2 12.4 12.6 12.8 13.0 13.2 13.4 13.6 13.8
3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

x

y

Fig. 4 � time(iDicho(x, n)) et time(rDicho(x, n)) en fon
tion de nCommentaires : La méthode itérative nous donne un 
oe�
ient de 1,09.La méthode ré
ursive quant à elle a�
he un 
oe�
ient de 1,37.Ainsi, nous pouvons remarquer qu'à partir d'une 
ertaine valeur de n, la méthode itérative devientplus e�
a
e que la méthode ré
ursive.Nous pouvons estimer 
e n par : ln(n) = 12, 7 => n = 3, 27 ∗ 105.Nous n'avons pas eu l'o

asion de tester pour des valeurs de n supérieures mais nous pouvons toutde même remarquer que la 
omplexité est bien limitée par O(n2) puisque nous obtenons respe
tivement
O(n1,09) et O(n1,37).
TP02 10



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0103.3.2 Comparaison ave
 la méthode usuelle xn

iDicho
rDicho
x^n
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Fig. 5 � Comparaison des méthodes di
hotomiques ave
 la 
ommande usuelle xn en fon
tion de nCommentaires : Le 
oe�
ient de 
omplexité de xn est 
ette fois-
i de de 1,17.Même si l'é
art entre les deux méthodes se réduit, la 
ommande usuelle est en
ore plus performanteque la méthode di
hotomique.A la vue des di�érentes valeurs des 
oe�
ients, il se pourrait que la méthode di
hotomique itérativedevienne plus e�
a
e que xn.Nous pouvons 
onje
turer 
ette valeur tel que :
(a ∗ z + b)dich = (a′ ∗ z + b′)usuelle

⇒ La méthode di
hotomique itérative deviendrait ainsi plus e�
a
es que la méthode usuelle pourdes valeurs de n > 8, 8 ∗ 1011Nous ne pouvons malheureusement pas véri�er 
ette hypothèse puisque la valeur de x9∗1011 est bientrop grande pour MuPAD.3.3.3 Comparaison généraleCommentaires : Le prin
ipe de la méthode di
hotomique est de diviser par 2 la valeur de nà 
haque appel ré
ursif ou à 
haque itération. De 
e fait, nous obtenons un nombre d'itération pro
hede ln(n).TP02 11



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010Mais puisque les opérations sur x sont plus � 
ompliquées � à 
haque appel, on obtient la même
omplexité théorique que la méthode naïve.Ave
 un nombre d'appel ré
ursif limité à 500, 
ette méthode nous permet de déterminer la limitede la version ré
ursive à :
ln(n) < 500 => n < e500 => n < 1, 40 ∗ 10217Ce qui nous laisse en
ore pas mal de marge.4 Méthode di
hotomique modulaire4.1 Méthode de 
omparaison de 
omplexitéL'algorithme d'exponentiation modulaire est très utilisé 
ar il permet de manipuler de très grandsnombres. En e�et, sa parti
ularité réside sur le fait que l'opération � modulo � est appliquée à 
haqueitération de l'algorithme sur la valeur x à modi�er. De 
e fait, elle ne 
onsomme que très peu de mémoire.En fait, ave
 
ette méthode, on ne 
onnait pas exa
tement la valeur de xn mais son restepar la division par N . Cela permet déjà de déterminer quelques propriétés intéressantes.En e�et, en 
hoisissant un N = 100, on sait for
ément que les deux derniers 
hi�res de xn seront lerésultat a�
hé par 
ette fon
tion. Pour l'exer
i
e, nous avons �xé x = 2, N = 10 et n sur l'intervalle

[1 ∗ 10(1∗104)..10 ∗ 10(10∗105)].Puisque les valeurs de n sont très grandes, nous avons utilisé une double é
helle logarithmique pourles axes des abs
isses.D'après 
e que nous avons vue en TD, la 
omplexité de 
et algorithme est O(ln(n) ∗ ln(N2)).4.2 Commandes4.2.1 Algorithmes - � Algos.mu �Algorithmes d'exponentiation modulaire itératif� �� �1 // 3 - MODULAIRE2 // Iteratif3 iModDi
ho:=pro
(x, n, N)4 lo
al result;5 begin6 result:=1;7 while n>0 do8 if (n mod 2)<>0 then9 result:=result*x;10 // Appli
ation du modulo11 result:= result mod N;12 end_if;1314 x:=x*x;TP02 12



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p01015 // Appli
ation du modulo16 x:=x mod N;1718 n:= n div 2;19 end_while;20 return(result);21 end_pro
;

 	� �Commentaires :4.3 Mesures et graphes4.3.1 Fon
tion itérative

10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 11.2 11.4 11.6 11.8 12.0 12.2

7

8

9

10

11

x

y

Fig. 6 � time(iMod(x, n,N)) en fon
tion de nCommentaires : On obtient un 
oe�
ient de 1,92 pour la régression linéaire asso
iée.Ce qui nous donne une 
omplexité O(1, 92.ln(ln(n))) ∼ O(1.ln(ln(n)))
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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0104.3.2 Fon
tion powermod

powermod
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Fig. 7 � time(powermod(x, n,N)) en fon
tion de nCommentaires : powermod(b, e, m) 
omputes bemodmpowermod est don
 la fon
tion usuelle de MuPad qui implémente l'exponentiation modulaire.La fon
tion powermod est très e�
a
e. En e�et, nous avions d'abord pris n sur l'intervalle [1 ∗

10(1∗103)..10 ∗ 10(10∗104)]. Cependant, les mesures de powermod sur 
et intervalle ne nous donnait quedes valeurs 
onstantes. Nous avons ainsi du augmenter les valeurs de 
et intervalle pour aboutir à nsur [1 ∗ 10(1∗104)..10 ∗ 10(10∗105)].Nous obtenons ainsi un 
oe�
ient dire
teur de régression linéaire égale à 0.98 qui suit de très prêtle modèle théorique de O(1.ln(ln(n))).
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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0104.3.3 Comparaison générale

Powermod
iModDicho

10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 11.2 11.4 11.6 11.8 12.0 12.2

2

4

6

8

10

x

y

Fig. 8 � time(powermod(x, n,N)) et time(iMod(x, n,N)) en fon
tion de nCommentaires : Le graphe montre sans équivoque que la fon
tion powermod est bien plus optimiséeque notre implémentation pour respe
ter le prin
ipe et la 
ompléxité théorique de l'exponentiationmodulaire.Nous pouvons également pré
iser que pour 
ette partie, nous avons abandonné le prin
ipe de réal-isation de plusieurs mesures et de moyenne asso
iée pour 
al
uler iModDi
ho pour l'intervalle de
omparaison ave
 powermod tellement le temps d'exe
ution était important3.Nous avons ainsi e�e
tué :Commande de mesures de 
omparaison iModDi
ho / Powermod� �� �1 // 0 - Preparation des donnees2 Pour la suite de l'exer
i
e nous allons fixer3 x:=24 N:=10:56 // Values of n7 abs
isses2:=[i*10^(i*10^4) $ i = 1 .. 10℄:8 abs
isses2_ln:=map(abs
isses, ln�float):9 abs
isses2_ln_ln:=map(abs
isses_ln, ln�float):10 nbElement:=nops(abs
isses):1112 Iordonnees2:=[time(iModDi
ho(2,abs
isses2[i℄ ,10)) $ i=1..10℄;3Plus de 1000 se
ondes pour ne réaliser qu'une passe de mesures sur l'intervalle spé
i�erTP02 15



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0101314 [
oeffi
ient5, 
ov5℄:=stats::linReg(abs
isses2_ln_ln , Iordonnees2_ln);

 	� �

[[−12.4375882, 1.923019808] , 0.002318142408]5 Cal
ul des nombres de Fibona

i par exponentiation dans les ma-tri
es 2*25.1 Méthode de 
al
ulNous avons également pu voir en TD que
(

1 1
1 0

)n

=

(

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)De 
e fait, nous 
her
hons à 
al
uler la matri
e An a�n de déterminer Fn par identi�
ation de
oe�
ients.Pour 
al
uler An, nous avons utilisé la propriété suivante :
A = P ∗ D ∗ P−1 ;Où D est la matri
e diagonale tel que

(A) = P ∗

(

λ1 0
0 λ2

)

∗ P−1Et P la matri
e de passage tel que :
P = (u1u2) ;Ave
 λ1 et λ1 les valeurs propres de A et u1 et u2 les ve
teurs propres asso
iés.Ainsi, An =

(

P ∗ D ∗ P−1
)

∗

(

P ∗ D ∗ P−1
)

...
(

P ∗ D ∗ P−1
)et nous pouvons remarquer que les P−1

∗ P s'éliminent pour donner : An = P ∗ Dn
∗ P−1.

D étant une matri
e diagonale il est très fa
ile de 
al
uler Dn :
Dk = diag(dij)

k = diag(dk
ij)Et don
 par la même manière de 
al
uler An.Commentaires : Puisque la matri
e A est 
onstante, nous aurions pu �xer les valeurs propres dansdes variables a�n d'éviter leur 
al
ul à 
haque exé
ution de la fon
tion et ainsi essayer de réduire letemps de 
elle-
i.TP02 16



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0105.2 CommandesPour 
ette question, nous avons réalisé des mesures pour trois fon
tions :1. Le 
al
ul de An par sa matri
e diagonale Dn ;2. La manuplation par fa
ilité de MuPAD 
on
ernant les matri
es : An ;3. Le 
al
ul dire
t des nombres de Fibona

i par nimlib : :fibona

i ;De la même manière, nous utilisons des fon
tions de manipulation pour 
al
uler une moyenne destemps d'exe
ution puis la liste des mesures pour les représenter graphiquement4.5.2.1 Algorithmes - � Algos.mu �Algorithmes de 
al
ul des nombres de Fibona

i par exponentiation dans les matri
es 2*2� �� �1 // 4 - MATRICE2 Fibo:=pro
(n)3 //Matri
e:=Dom::Matrix():4 lo
al A, C, H, G, P, Da, An;5 lo
al Id, Nul;6 lo
al ev, V1, V2;7 begin8 A:=matrix([[1,1℄,[1,0℄℄):910 // Valeurs propres de A11 ev:=linalg::eigenvalues(A):1213 // Matri
es outils14 Id := matrix([[1,0℄,[0,1℄℄): // Identite15 C:= (ev[1℄)*Id: //16 G:=(ev[2℄)*Id:17 Nul:= matrix([[0℄,[0℄℄): // Matri
e NULL18 H:=A-C:1920 // Ve
teurs Propres21 V1:=linalg::matlinsolve(H,Nul):22 V2:=linalg::matlinsolve(A-G,Nul):2324 // matrix de Passage25 P:=matrix([ [V1[2℄[1℄[1℄, V2[2℄[1℄[1℄ ℄,[1,1℄℄):2627 //Matri
e diagonale28 Da:=matrix([ [V1[2℄[1℄[1℄, 0℄, [0,V2[2℄[1℄[1℄℄ ℄):2930 // Cal
ul An31 An:=P*Da^n*P^(-1):3233 return(float(An[1,2℄));34 end_pro
;35 4sour
es disponibles dans � 4-Tools.mu �TP02 17



Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010363738 // 4 - MATRICE39 Fibo2:=pro
(n)40 lo
al A, P, Da, An;41 lo
al ev, Ev, Eigenve
tors;42 begin43 Matri
e:=Dom::Matrix():4445 A:=Matri
e([[1,1℄,[1,0℄℄):4647 // Valeurs propres de A48 ev:=linalg::eigenvalues(A):4950 // Matri
e diagonale asso
iee51 Da:=Matri
e([ [ev[1℄, 0℄,[0, ev[2℄℄ ℄);5253 // 
al
ul des Ve
teurs propres asso
ies54 Ev:=linalg::eigenve
tors(A);55 Eigenve
tors:= Ev[1℄[3℄[1℄, Ev[2℄[3℄[1℄;5657 // Matri
e de passage asso
iee58 P:= Eigenve
tors[1℄.Eigenve
tors[2℄;5960 // Exponentiation de A61 An:=P*Da^n*P^(-1);6263 return(float(An[1,2℄));64 //return (1);65 end_pro
;

 	� �Commentaires : Nous avons ainsi réalisé 2 fon
tions de 
al
ul des nombres Fibona

i puisqueselon les postes où nous travaillions, nous ren
ontrions des problèmes ave
 la méthode eigenve
torsde MuPAD.
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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0105.2.2 Commandes - Pas à pas du 
al
ul de AnparDnAlgorithmes d'exponentiation - Cal
ul des nombres de Fibona

i// 4 - Matri
eexport(linalg);Matri
e:=Dom::Matrix():Warning: the routine 'export' for exporting library fun
tions to the global namespa
ewill be
ome obsolete with future MuPAD versions.Call the routine 'use' instead. [export::new℄Warning: 'htranspose' already has a value, not exported. [use℄Warning: 'transpose' already has a value, not exported. [use℄Warning: 'det' already has a value, not exported. [use℄// 4.1- On 
onstruit la matri
e AA:=Matri
e([[1,1℄,[1,0℄℄);
(

1 1
1 0

)// 4.2 - On re
her
he les valeurs propres de Aev:= eigenvalues(A);// On obtient 2 valeurs propores distin
ts don
 A est diagonalisable
{

1
2 −

√
5

2 ,
√

5
2 + 1

2

}// On re
her
he désormais la matri
e de passage et la matri
e diagonale tel que A=P*D*P-1// 4.3 - La matri
e diagonale est don
:Diag:=Matri
e([ [ ev[1℄ , 0℄, [0,ev[2℄ ℄ ℄);
(

1
2 −

√
5

2 0

0
√

5
2 + 1

2

)// 4.4 - Methode ave
 eigenve
tors// 4.4.1 - On 
her
he désormais les ve
teurs propres asso
iés pour réaliserla matri
e de passage.Ev:=eigenve
tors(A);
[[

1
2 −

√
5

2 , 1,

[(

1
2 −

√
5

2
1

)]]

,

[

√
5

2 + 1
2 , 1,

[( √
5

2 + 1
2

1

)]]]
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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p010Eigenve
tors:= Ev[1℄[3℄[1℄, Ev[2℄[3℄[1℄;
(

1
2 −

√
5

2
1

)

,

( √
5

2 + 1
2

1

)

// 4.4.2 - on peut ainsi déterminier la matri
e de passageP:= Eigenve
tors[1℄.Eigenve
tors[2℄;
(

1
2 −

√
5

2

√
5

2 + 1
2

1 1

)

// 4.4.3 - AnAn2:=P*Diag^n*P^(-1);// 4.4.4 - on peut tester simplement les 
oeffi
ients pour Fnfloat(An2[1,2℄);
0.4472135955 1.618033989n

− 0.4472135955−0.6180339887n// 4.4.4 - on peut tester simplement les 
oeffi
ients pour Fnfloat(An2[2,1℄);
0.4472135955 1.618033989n

− 0.4472135955−0.6180339887nCommentaires : Nous pouvons remarquer que nous avons déjà la 
orrespondan
e d'égalité entreles deux 
oe�
ients de la matri
e An ainsi 
al
ulée.En é
rivant don
 nos 
ommandes sous forme d'une fon
tion nous pouvons véri�er que nous obtenonsles mêmes valeurs que la fon
tion numlib : :fibona

i :Fibo(10);55.0Fibo2(10);55.0numlib::fibona

i(10);555.3 Mesures et graphesPour 
ette partie, n appartient à l'interval [1 ∗ 104..1 ∗ 105].
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Xavier Krantz et Mounir Ait Hali mt10p0105.3.1 Compraison

Notre Fonction
numlib::fibonacci
A^n
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Fig. 9 � 
ompraison An, numlib : :fibona

i et notre fon
tion en fon
tion de nCommentaires : Lors de nos mesures, nous avons obtenu un 
oe�
ient de 1,05 pour le 
al
ul de
An par méthode dire
t de MuPAD.

⇒ Ainsi, nous pouvons dire que 
ette méthode implémente au moins un algorithme de type di-
hotomique.En e�et, nous avons trouvé une valeur de 1,09 pour notre implémentation di
hotomique itérativeet l'étude de powermod a également révélée un 
oe�
ient pro
he de 1.Nous pouvons énon
er les mêmes hypothèses en 
e qui 
on
erne le fon
tionnement de numlib : :fibona

ipuisque nous obtenons la même allure de 
ourbe pour le même intervalle de données et un 
oe�
ientde 1,90 ave
 une 
omplexité annon
ée est de O(n2).En 
e qui 
on
erne notre fon
tion, nous avons juste simpli�er le 
al
ul de la matri
e An par 
ellede sa matri
e diagonale Dn. Comme expliqué pré
édemment, 
e dernier revient à 
al
uler des valeurssimples pour les 
oe�
ients de la matri
e du type diag(dk
ij). Nous obtenons par 
ontre une � 
ourbequasi-
onstante � 
omme 
e que nous avions ren
ontré lorsque nous avions utilisé un intervalle devaleur trop petit lors de l'étude de la fon
tion powermode.
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